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О ВЕСОВОМ (p, ω)-МОДУЛЕ СЕМЕЙСТВ КРИВЫХ ПРОХОДЯЩИХ
ЧЕРЕЗ ТОЧКУ
В работе найдены достаточные условия на вес ω, при которых весовой (p, ω)-модуль семейства
всех кривых, проходящих через фиксированную точку, равен нулю.
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1. Введение.
Напомним некоторые определения. Борелева функция ρ : Rn → [0,∞] называ-
ется допустимой для семейства кривых Γ в Rn, n > 2, пишут ρ ∈ adm Γ, если∫
γ
ρ(x) ds > 1
для всех γ ∈ Γ. Пусть p > 1 и ω ∈ L1loc(Rn). Определим (p, ω)-модуль с весом ω
Mωp (Γ) = inf
ρ∈adm Γ
∫
Rn
ρp(x)ω(x) dm(x).
Здесь m обозначает меру Лебега в Rn. Основными свойствами (p, ω)-модуля явля-
ются следующие:
1) (p, ω)-модуль пустого семейства кривых равен нулю:
Mωp (∅) = 0;
2) (p, ω)-модуль обладает свойством монотонности относительно семейств кри-
вых:
Γ1 ⊂ Γ2 ⇒Mωp (Γ1) 6Mωp (Γ2);
3) (p, ω)-модуль обладает свойством полуаддитивности:
Mωp
( ∞⋃
i=1
Γi
)
6
∞∑
i=1
Mωp (Γi),
см. теорему 1 в [1].
4) Говорят, что семейство кривых Γ1 минорируется семейством Γ2, пишут Γ1 >
Γ2, если для каждой кривой γ ∈ Γ1 существует подкривая, которая принадлежит
семейству Γ2. Известно, что если Γ1 > Γ2, тоMωp (Γ1) 6Mωp (Γ2), см. с. 178, свойство
(c) в [1].
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Известно, что при p ∈ (1, n], p-модуль семейства всех кривых, проходящих
через фиксированную точку, равен нулю, см. теорему 6.2 в [2].
В данной работе мы приводим целый ряд условий на вес ω, когда весовой (p, ω)-
модуль семейства всех кривых, проходящих через фиксированную точку, равен
нулю.
Отметим, что весовые модули сейчас, как и ранее, изучаются в самых различ-
ных аспектах многими авторами, см., напр., [3]–[6] и [7].
2. Функции классов BMO и FMO.
Говорят, что вещественная функция ϕ ∈ L1loc(D) имеет ограниченное среднее
колебание в области D ⊂ Rn, пишут ϕ ∈ BMO(D), либо просто ϕ ∈ BMO, если
‖ϕ‖∗ = sup
B⊂D
1
|B|
∫
B
|ϕ(x)− ϕB| dm(x) <∞, (1)
где точная нижняя грань в (1) берётся по всем шарам B, лежащим в области D, а
ϕB = −
∫
B
ϕ(x) dm(x) : =
1
|B|
∫
B
ϕ(x) dm(x) (2)
обозначает среднее интегральное значение функции ϕ над шаром B.
Пространство BMO, введенное Джоном и Ниренбергом в работе [8], на сегод-
няшний день является одним из важнейших понятий гармонического анализа,
комплексного анализа, теории уравнений с частными производными и смежных
областей, см. монографии [9] и [10].
Следуя работе [11], будем говорить, что функция ϕ : D → R имеет конечное
среднее колебание в точке x0 ∈ D, если
lim
ε→0
−
∫
B(x0,ε)
|ϕ(x)− ϕ˜ε| dm(x) <∞, (3)
где
ϕ˜ε = −
∫
B(x0,ε)
ϕ(x) dm(x) (4)
обозначает среднее интегральное значение функции ϕ над шаром
B(x0, ε) = {x ∈ Rn : |x − x0| < ε}. Как известно, с условием (3) совместима
ситуация, когда ϕ˜ε → ∞ при ε → 0. Говорим также, что функция ϕ : D → R
имеет конечное среднее колебание в области D, пишем ϕ ∈ FMO(D), либо про-
сто ϕ ∈ FMO, когда недоразумение невозможно, если ϕ имеет конечное среднее
колебание в каждой точке x0 ∈ D.
Известно, что при всех 1 6 p <∞ имеют место включения L∞(D) ⊂ BMO(D) ⊂
Lploc(D), см., напр., [8] и [10]. Однако, FMO(D) не является подклассом L
p
loc(D) ни
для какого p > 1, хотя FMO(D) ⊂ L1loc(D), см. соответствующий пример в разд.
11.2 в [12]. Таким образом, FMO существенно шире BMOloc.
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Приведем еще некоторые факты о функциях конечного среднего колебания из
работы [11], см. также раздел 6.2 в [12].
Предложение 1. Если для некоторых чисел ϕε ∈ R, ε ∈ (0, ε0],
lim
ε→0
−
∫
B(x0,ε)
|ϕ(x)− ϕε| dm(x) <∞ , (5)
то функция ϕ имеет конечное среднее колебание в точке x0.
Следствие 1. В частности, если в точке x0 ∈ D выполнено условие
lim
ε→0
−
∫
B(x0,ε)
|ϕ(z)| dm(x) <∞ , (6)
то функция ϕ имеет конечное среднее колебание в x0.
Напомним, что точка x0 ∈ D называется точкой Лебега функции ϕ : D → R,
если ϕ интегрируема в окрестности x0 и
lim
ε→0
−
∫
B(x0, ε)
|ϕ(x)− ϕ(x0)| dm(x) = 0 . (7)
Следствие 2. Пусть x0 — точка Лебега для функции ϕ . Тогда функция ϕ
имеет конечное среднее колебание в точке x0.
Известно, что для функции ϕ ∈ L1loc(D) почти все точкиD являются ее точками
Лебега и, таким образом, конечного среднего колебания.
Следствие 3. Любая локально интегрируемая функция ϕ : D → R имеет
конечное среднее колебание почти во всех точках D.
Лемма 1. Пусть D область в Rn, n > 2, и ϕ : D → R – неотрицательная
функция, имеющая конечное среднее колебание в точке x0 ∈ D. Тогда∫
ε<|x−x0|<ε0
ϕ(x) dm(x)(
|x− x0| log 1|x−x0|
)n = O(log log 1ε
)
(8)
при ε→ 0 для некоторого положительного числа ε0 < dist (x0, ∂D).
Приведенная выше лемма играет важную роль в теории вырожденных урав-
нений Бельтрами, равно как и в современной теории отображений, см. по этому
поводу монографии [12] и [13].
3. Основные результаты.
Ключевое значение для наших дальнейших приложений имеет следующая лем-
ма.
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Лемма 2. Пусть, для некоторого R0 ∈ (0,∞), выполнено условие
∫
A(x0, r, R0)
ψp(|x− x0|)ω(x) dm(x) = o
 R0∫
r
ψ(t) dt
p (9)
при r → 0, где A(x0, r, R0) = {x ∈ X : r < |x−x0| < R0} и ψ(t) – неотрицательная
функция на (0,∞) такая, что
0 <
R0∫
r
ψ(t) dt <∞ ∀ r ∈ (0, R0)
Тогда семейство всех кривых в Rn, проходящих через точку x0, имеет нулевой
(p, ω)-модуль.
Доказательство. Пусть Γ – семейство всех путей в Rn, проходящих через точку
x0. Тогда Γ =
∞⋃
k=1
Γk, где Γk - семейство всех путей, проходящих через x0 и пересе-
кающих сферу Sk = S(x0, rk), для некоторой последовательности rk ∈ (0, R0) , rk →
0 при k →∞.
Однако, Mp, ω(Γk) = 0. Действительно, функция
ρ(x) =

ψ(|x−x0|)(
rk∫
r
ψ(t) dt
) , x ∈ Ak(r),
0, x ∈ Rn\Ak(r),
где Ak(r) = A(x0, r, rk) является допустимой для семейства Γk(r) всех путей, пе-
ресекающих сферы Sk и S(x0, r), r ∈ (0, rk). Так как Γk > Γk(r), то
Mp, ω(Γk) 6Mp, ω(Γk(r)) 6
 rk∫
r
ψ(t) dt
−p ∫
Ak(r)
ψp(|x− x0|)ω(x) dm(x)
и по условию (9), из произвола r ∈ (0, rk) вытекает, что Mp, ω(Γk) = 0.
Наконец, из полуаддитивности модуля следует, что
Mp, ω(Γ) 6
∞∑
k=1
Mp, ω(Γk) = 0.

Выбирая в лемме 2 ψ(t) = 1t , приходим к следующему утверждению.
Теорема 1. Пусть для некоторого R0 ∈ (0,∞) при r → 0
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∫
A(x0, r, R0)
ω(x) dm(x)
|x− x0|p = o
([
log
R0
r
]p)
. (10)
Тогда семейство всех кривых в Rn, проходящих через точку x0, имеет нулевой
(p, ω)-модуль.
Теорема 2. Пусть ω ∈ Lαloc(Rn), α > n/(n − p) и 1 < p < n, тогда семей-
ство всех кривых в Rn, проходящих через фиксированную точку x0 ∈ Rn, имеет
нулевой (p, ω)-модуль.
Доказательство. Покажем, что из условия теоремы 2 вытекает условие теоре-
мы 1. Применяя неравенство Гельдера, получаем
∫
A
ω(x) dm(x)
|x− x0|p 6
∫
A
ωα(x) dm(x)
 1α ∫
A
dm(x)
|x− x0|
αp
α−1
α−1α , (11)
где A = A(x0, r, R0).
Рассмотрим неравенство (11) при α > nn−p . Заметим, что
∫
A(x0, r, R0)
dm(x)
|x− x0|
αp
α−1
= ωn−1
R0∫
r
t−
αp
α−1+n−1dt =
ωn−1(α− 1)
α(n− p)− n
(
R
α(n−p)−n
α−1
0 − r
α(n−p)−n
α−1
)
.
(12)
И, следовательно, имеем∫
A(x0, r, R0)
ω(x) dm(x)
|x− x0|p 6 c0‖ω‖α
(
R
α(n−p)−n
α−1
0 − r
α(n−p)−n
α−1
)α−1
α
6 c0‖ω‖αR
α(n−p)−n
α
0 ,
(13)
где ‖ω‖α =
( ∫
B(x0,R0)
ωα(x) dm(x)
) 1
α
и c0 – положительная постоянная, зависящая
только от размерности n, α и p.
При α = nn−p справедливо неравенство∫
A
ω(x) dm(x)
|x− x0|p 6 ‖ω‖
n
n−p
∫
A(x0, r, R0)
dm(x)
|x− x0|n = ωn−1‖ω‖
n
n−p
log
R0
r
, (14)
где ‖ω‖ n
n−p
=
( ∫
B(x0,R0)
ω
n
n−p (x) dm(x)
)n−p
n
.
Из соотношений (13) и (14) легко видеть, что вес ω удовлетворяет условию
теоремы 1. 
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Комбинируя леммы 1 и 2, выбирая ψ(t) ≡ 1
(t log 1t )
n
p
, получаем следующую тео-
рему.
Теорема 3. Пусть ω ∈ FMO(x0), тогда семейство всех кривых в Rn, прохо-
дящих через точку x0 ∈ Rn, имеет нулевой (p, ω)-модуль.
Комбинируя следствие 1 и теорему 3, получаем следующее утверждение.
Следствие 4. Если
lim
ε→0
−
∫
B(x0, ε)
ω(x) dm(x) <∞,
то семейство всех кривых в Rn, проходящих через точку x0, имеет нулевой
(p, ω)-модуль.
Теорема 4. Пусть ω удовлетворяет условию
R0∫
0
dt( ∫
|x−x0|=t
ω(x) dA
) 1
p−1
=∞ , (15)
тогда семейство всех кривых в Rn, проходящих через точку x0 ∈ Rn, имеет
нулевой (p, ω)-модуль.
Доказательство. Действительно, выбирая в лемме 2
ψ(t) =
 ∫
|x−x0|=t
ω(x) dA

− 1
p−1
,
по теореме Фубини получаем
∫
A(x0, r, R0)
ψp(|x− x0|)ω(x) dm(x) =
R0∫
r
ψp(t)
∫
|x−x0|=t
ω(x) dA dt =
=
R0∫
r
 ∫
|x−x0|=t
ω(x) dA

− 1
p−1
dt .
Откуда вытекает равенство∫
A(x0, r, R0)
ψp(|x− x0|)ω(x) dm(x)(
R0∫
r
ψ(t) dt
)p =

R0∫
r
 ∫
|x−x0|=t
ω(x) dA

− 1
p−1
dt

1−p
.
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Таким образом, из условия (15) вытекает условие (9). Наконец, применяя лемму 2,
приходим к заключению теоремы 4.
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Про ваговий (p, ω)-модуль сiм’ї кривих, що проходять через точку.
У роботi знайдено достатнi умови на вагу ω, при яких ваговий (p, ω)-модуль сiм’ї усiх кривих,
що проходять через фiксовану точку, дорiвнює нулю.
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